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NUMEROS REALES

NUMEROS NATURALES

Los nimeros naturales son aquellos que sirven para designar la cantidad de elementos que posee un
cierto conjunto’. Se representan como N.

N={0,1,23 4567 00

Los nimeros naturales son infinitos, pues para cada uno de ellos hay otro distinto que le sucede y que no
le precede.

Se habla del orden en estos niumeros a través de su propiedad de tricotomia afirmando que dados 7 vy
m dos nimeros naturales, entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:

Gréaficamente, este conjunto se puede representar mediante una recta numérica en donde los nimeros
son los puntos:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 N

Una operacion en N es una manera de asociar a cada par de niUmeros naturales, otro nimero natural
bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma y la multiplicacion.

Sean a, b y c tres nimeros naturales cualesquiera. Las propiedades basicas de las operaciones
definidas en N son:

1. Cerradura:
a+b0ON
albON

2. Asociatividad:
a+(b+c):(a+b)+c

allb)=(ab)2

! Existen autores que definen al conjunto de los nimeros naturales como aquellos que sirven para contar, por lo que inician en el
uno. Si incluyen al cero lo definen como conjunto de nimeros naturales ampliados o como nimeros completos.
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3. Conmutatividad:
a+b=b+a
alb=bla

4. Elementos neutros
Paralasumaeselceroyaque: a+0=a
Para el producto es el uno ya que: all=a

5. Distributividad
La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: a [(b + c) =alb+alc

Ejemplo.
Dados los nimeros 2, 3 y 5, comprobar las propiedades de la suma y del producto.

Solucién.

Cerradura:

2+3=50N

2[5=100N
Asociatividad:
2+(3+5)=(2+3)+5=10
2f33)=(23)53 =30
Conmutatividad:
2+3=3+4+2=5
2[3=3[2=6

Los elementos neutros:
Paralasumaeselceroyaque: 2+0=2

Para el producto es el uno ya que: 2[1=2
Distributividad

del producto sobre la suma es: 2 |:ﬁ3 + 5) =20B+205=16

Un namero es multiplo de otro si se obtiene multiplicando este Gltimo por un nimero natural. Por ejemplo
el nimero 10 es multiplo del 5 ya que 10 = (2)(5)

Las propiedades de los miltiplos son:

El cero es multiplo de cualquier nimero

Un ndmero siempre es multiplo de si mismo

La suma de mdltiplos de un nimero también es un multiplo de este nimero

El producto de multiplos de un nimero también es multiplo de este nimero

Si un nimero es multiplo de otro y este lo es de un tercero, el primero es multiplo del tercero.
Ejemplos.
El nimero 0 es mdltiplo del 6 ya que 0= (0)(6)
El nimero 7 es multiplo del 7 ya que 7 = (1)(7)
El nimero 18 es mudltiplo del 3 ya que 18:(3)(6) y el nimero 12 también es multiplo del 3 ya que
12 = (3)(4). por lo tanto, el nimero 30 =18 +12 es mdltiplo del 3 ya que 30 = (3)(10)
El namero 6 es mdltiplo del 2 ya que 6 :(2)(3) y el namero 8 también es multiplo del 2 ya que

8= (2)(4) por lo tanto, el namero 48 = (6)(8) es multiplo del 2 ya que 48 = (2)(24)
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El nimero 20 es multiplo del 10 ya que 20 = (10)(2), pero a su vez el namero 10 es multiplo del 5 ya
que 10= (5)(2) por lo tanto, el namero 20 es multiplo del 5 ya que 20 = (5)(4)
Un ndmero natural es divisor de otro si cuando se divide el primero entre el segundo el residuo es cero,

6
es decir, si la division es exacta. Por ejemplo el nimero 2 es divisor del 6 ya que 5 =3,

Las propiedades de los divisores son:

«  El ndmero uno es divisor de cualquier nimero

« Un namero siempre es divisor de si mismo

«  Siun numero es divisor de otro, y éste lo es de un tercero, el primero es divisor del tercero.
Ejemplos.

. 5
El nimero 1 es divisor del 5 yaque — =35

1
. 1
El nimero 11 es divisor del 11 ya que ﬁ=l
. . 6
El namero 6 es divisor del 12 ya que ?:2 y el nimero 3 es divisor del 6 ya que 3 =2 porlo
tanto, el nimero 3 es divisor del 12 ya que 3 =4

Cuando los nimeros son grandes hay reglas que permiten reconocer directamente que un ndmero es
divisible por otro. Estas reglas se conocen como criterios de divisibilidad y los mas comunes son:

- Un namero es divisible por 2 sitermina en cero o en cifra par.

« Un numero es divisible por 3 sila suma de sus cifras absolutas es mdltiplo de tres.

«  Un namero es divisible por 4 si en las dos ultimas cifras, hay dos ceros o un nimero mudiltiplo de cuatro.

- Un namero es divisible por 5 cuando acaba en cero o en cinco.

« Un namero es divisible por 6 si es divisible por dos y por tres.

« Un nimero es divisible por 7 si su cifra mas significativa menos dos veces su siguiente cifra mas
cuatro veces su siguiente cifra y asi sucesivamente es cero o multiplo de siete.

- Un namero es divisible por 8 cuando sus tres Ultimas cifras son ceros o son multiplo de ocho.

«Un namero es divisible por 9 cuando la suma de sus cifras es multiplo de nueve.

«Un namero es divisible por 10 si termina en cero.

+ Un numero es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma de las cifras pares y las impares es
multiplo de once o cero.
«Un namero es divisible por 12 cuando divisible por tres y por cuatro.

Ejemplo.
Aplicando los criterios anteriores, determinar la divisibilidad del nimero 720

Solucién:

a) Al terminar en cifra par, 720 es divisible por 2

b) 7+2+0=9 que es miiltiplo de 3, asi que es divisible por 3

c) las dos dltimas cifras son 20 que es multiplo de 4, asi que es divisible por 4
d) al terminar en cero, 720 es divisible por 5

e) al ser divisible por 2 y por 3, es divisible por 6
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f) 7+2+0=9 que es mdltiplo de 9, asi que es divisible por 9
g) al terminar en cero, 720 es divisible por 10

Los criterios de divisibilidad permiten encontrar con rapidez divisores de un nimero. Algunos nameros
como el siete, trece o el diecinueve solo tienen dos divisores: la unidad y el mismo. Estos nimeros se
llaman nimeros primos y se denotan como P.

p={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37, 41, 43 I}

Los nimeros que no son primos se llaman nimeros compuestos.

Descomponer un namero en factores primos es expresarlo como producto de nimeros primos. En la préactica,
para descomponer un nimero en factores primos se divide sucesivamente por los nimeros primos comenzando
por el primer nimero primo hasta que se encuentre un cociente que sea igual a uno.

Ejemplo.

Descomponer el nimero 180 en factores primos.

Solucion.

1802 =90 2
90|12 = 45 2
453 =15 3
153=5 3
55 =1 5

Por o que 180 = (2)2)3)3)5) = 22 )32 5)

Para calcular todos los divisores de un numero, se realiza la descomposicién factorial del namero,
después se determinan los divisores de cada uno de los factores y finalmente se construye un esquema
con todos los productos posibles.

Ejemplo.
Calcular todos los divisores del niimero 60 .

Solucion.

60[2 =30 2
302=15 2
153=5 3
5[5=1 5

Por o que 60 = (2)2)3)5)= (22 )3)(5) = (3)(4)(5)
Los divisores del 3 son: 1,3

Los divisores del 4 son: 1,2,4

Los divisores del 5 son: 1,5
Efectuando todas las combinaciones posibles de productos, se tiene:

W) =1
1)1)s) =3
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3)(1)(1) =3

3)(1)(5)=15
3)2)1)=6

3)(2)(5)=30
33(

Por lo tanto, los divisores del 60 , puestos en orden, son: 1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20, 30, 60

El minimo comn mdltiplo de dos 0 mas nimeros, es el nUmero mas pequefio posible, que es mdltiplo de
€s0s numeros.

Por ejemplo, el minimo comun multiplo de los nimeros 100, 200, 300, es 600, puesto que es el
numero mas pequefio que es multiplo de 100, 200 y 300 .

Para calcular el minimo comun multiplo de dos 0 mas nimeros se descomponen los nimeros en factores
primos:

100 = 22)s2)

200=(2°s?)

300 = [22)3)(s2)

y se toman los factores comunes Y N0 comunes con Su mayor exponente, en este caso:
2*)53)s?)= 600

La sustraccion es una operacion que no es cerrada en N, pues la diferencia de dos ndimeros naturales
puede no ser un nimero natural (no lo es cuando el sustraendo es mayor que el minuendo). Por eso se
necesita definir otro conjunto de nimeros en el que se puede restar un nimero de otro, cualesquiera que
sean éstos.

NUMEROS ENTEROS

Los numeros enteros, representados por Z son aquellos que surgen de la resta de dos numeros
2
naturales®.

Z={ X | x=a-b, abUN }

Este conjunto es una extension de los nimeros naturales ya que incluye a sus opuestos, es decir
aparecen los nUmeros negativos.

z={m-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, 5, (I}

% Se utiliza esta letra porque es la letra inicial de la palabra de origen aleman Zahlen, que significa nimero.
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Ejemplo.
Cuando en épocas muy frias la temperatura esta por debajo de cero, implicitamente se habla de un
namero entero, tal es el caso de -1°C.

La razén principal para introducir los nimeros negativos sobre los nimeros naturales es la posibilidad de
resolver ecuaciones del tipo: @ = x +b , para la incognita x .

Se habla del orden en estos niumeros a través de su propiedad de tricotomia afirmando que dados 7 vy
m dos nimeros enteros, entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:

n<m
n=m

n>m

Esto significa que es un conjunto completamente ordenado sin cota superior o inferior y graficamente,
también se puede representar mediante una recta numérica en donde los nimeros son los puntos:

5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 Z

Una operacion en Z es una manera de asociar a cada par de nimeros enteros, otro nimero entero bien
determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma y la multiplicacion (la resta se
considera como la suma de nimeros de diferente signo).

Sean a, b y c tres nimeros enteros cualesquiera. Las propiedades basicas para la suma y el producto
en Z son:

1. Cerradura:

a+b0Z

alblZ

2. Asociatividad:
a+(b+c)=(a+b)+c

allp2)=(ad)2

3. Conmutatividad:

atb=b+a

alb=bla

4. Elementos neutros
Paralasumaeselceroyaque: a+0=a
Para el producto es el uno ya que: all =a

5. Inverso aditivo:

Para la suma existe —a tal que a + (— a) =0
6. Distributividad

La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: a [(b + c) =alb+alc
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Notese como no existe un inverso multiplicativo. Ademas, la divisién no es una operacion cerrada en Z,
pues el cociente de dos nimeros naturales puede no ser un numero entero (no lo es cuando el dividendo
no es multiplo del divisor). Por esa razén, es necesario el establecimiento de otro sistema numérico en el
que se pueda dividir dos nimeros.

NUMEROS RACIONALES

NUmero racional es el que se puede expresar como cociente de dos numeros enteros con divisor
diferente de cero, es decir, en forma de fraccién. Se representan por Q.

a

Q={ x| x=% ab0z, b#0]

Los nameros racionales no enteros se llaman fraccionarios en donde a es el numerador y b el
denominador®. Nétese como en esta definicién, el denominador nunca puede ser cero porque la division
por cero no esta definida.

En el conjunto de los nimeros enteros cada nimero tiene un siguiente (el siguiente al 3 es el 4, el
siguiente al —6 es el —5, etc.), no pasa lo mismo con los racionales, pues entre cada dos nimeros
racionales existe al menos otro niimero racional (propiedad de densidad).

Los numeros racionales pueden ser ubicados también en la recta numérica mediante puntos,
independientemente de que no presentan una secuencia determinada, por ejemplo:

()
0|
w | \©O

Al expresar un nimero racional, no entero, puede tener alguna de las siguientes representaciones:

Fracciones

NuUmeros racionales
Exactos
Nameros decimales
Periodicos

Si la fraccion es irreducible y en la descomposicion factorial del denominador sélo se encuentran los
factores 2 y 5, entonces la fraccion es igual a un nimero decimal exacto, pero si en el denominador hay
algn factor distinto de 2 o 5 la expresion decimal es periodica, por ejemplo:

% Los nlimeros enteros son racionales, pues se pueden expresar como cociente de ellos mismos por la unidad y en otros cocientes

equivalentes como: 2 = 2 = 4 = 6 = 8 =...

1 2 3 4
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9 _ _ .
5 =4.5 | se obtiene un decimal exacto

12 _ .
5 =2.4  se obtiene un decimal exacto

11
7 =1.571428571428571428 [} se obtiene un expresion decimal periddica.

Dos fracciones son equivalentes cuando tienen el mismo valor decimal. Las fracciones equivalentes
representan la misma parte de una cantidad.

Para convertir una fraccién a un numero decimal periédico, basta con efectuar la division.

Ejemplo.

13
Convertir el nimero ﬁ a decimal.

Solucién.

1.1818---

11)13

20
90
20

90

g %:1.18181818 (1

Para convertir un nimero decimal periddico a fraccion, se emplea el siguiente procedimiento:

« Seigualaa x el nimero decimal.
- Se identifican las posiciones en donde inicia y termina el primer ciclo de periodicidad

. Se multiplica por 10" a la expresién, donde 7 es el nimero de posiciones después del punto
decimal en donde termina el ciclo.

«  Se multiplica por 10" ala expresion, donde m es el nimero de posiciones después del punto
decimal en donde inicia el ciclo.

«  Se resta la segunda expresion a la primera

« Sedespeja x y se simplifica la fraccién de ser posible.

Ejemplos.
1) Convertir el nimero 3.72222 [ a fraccionario

Solucién.
x =3.72222 Il
La periodicidad termina después de dos cifras después del punto decimal, asi que se multiplica por

102 =100 Por su parte la periodicidad inicia después de una cifra a la derecha del punto, asi que se

multiplica por 10" =10 . Esto es:
100x =372.222 [II



Facultad de Contaduria y Administracion. UNAM Niimeros reales Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

10x =37.2222 [l
se resta la segunda expresion a la primera para eliminar la parte decimal:

100x = 372.222 1[Il
—10x =- 37.2222 [T
90x = 335

. N , 335 _ 67
despejando x y simplificando se tiene: X = ——=—

90 18
0 f; =3.72222 I

2) Convertir el nimero 2.346346346 [[[ a fraccionario

Solucion.
x =2.346346346 (I
La periodicidad termina después de tres cifras a la derecha del punto decimal, asi que se multiplica por

10 =1,000 . Por su parte la periodicidad inicia inmediatamente después del punto, asi que se multiplica

por 10° =1. Esto es:
1,000x =2,346.346346 [[[
1x =2.346346346 [II[

se resta la segunda expresioén a la primera para eliminar la parte decimal:
1,000x = 2,346.346346 ([

- lx= - 2.346346346 [
999x = 2,344

] ) 2,344
despejando x setiene: X =———

999
2’314 =2.346346346 [

Simplificar una fraccidn es sustituirla por la fraccion equivalente cuyo denominador es el menor posible.

Ejemplo.

Simplifi 48
implificar 90

Solucién.

482 =24

242=12

122=6

62=3

33=1

0 48=2)2)2)

NSRS R SR )

W

=<
w
~
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a_-a_ a a
En las fracciones se cumple que: —; = 7 = _b , aungue por convencién se utiliza _Z

El orden en Q establece que un nimero es menor que otro, si esta colocado a la izquierda de él en la
recta numeérica; y es mayor, cuando esta a su derecha. Para comparar dos fracciones se considera que:

a
—>— = ad > bc

Ejemplo.

8 9
Dadas las fracciones —g y —Z, determinar cudl es mas grande.

Solucién.

(_8)(4) =32y (5)(_ 9) =-45, como —-32 >-45 , se cumple que —§ > —%

Una operaciéon en Q es una manera de asociar a cada par de nimeros racionales, otro nimero racional
bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma y la multiplicacién (la
resta se considera como la suma de numeros de diferente signo y la division como la multiplicacién de un
namero por el reciproco de otro, siempre cuando el segundo no sea cero).

:adibc:ad bc

a + < —+ —, donde bd es el minimo comin multiplode b y d
b d bd bd bd

af _ac ) o S

Z 7 = ﬁ las fracciones antes de multiplicarse deben simplificarse
a.c_ad

b d b c

Ejemplos.

7 16 _21+16 37
+ = =

39 9 9
4,2 _-28+10_ 18 __6

e

10
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Sean a, b y c tres nimeros racionales cualesquiera. Las propiedades basicas para la suma y el

producto en Q son:

1. Cerradura:
a+blQ

albQ

2. Asociatividad:
a+(b+c):(a+b)+c

allb2)=(ab)2

3. Conmutatividad:

atb=b+a

alb=bla

4. Elementos neutros
Paralasumaeselceroyaque: a+0=a

Para el producto es el uno ya que: all =a
5. Inversos:

Para la suma existe —a , llamado opuesto o simétrico tal que a + (— a) =0

1
Para el producto existe —, @ # 0 | llamado inverso multiplicativo o reciproco tal que a [é =1

a
6. Distributividad
La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: a [(b + c) =alb+alc
Ejemplo.

, 1 _4 3 | _

Dados los numeros E —7 y g comprobar las propiedades de las operaciones de la suma y el

producto en Q.

Solucion.
Cerradura:

1 4)\_7-8 1
— 4| = =——T]
2 ( 7) 14 14

l —i =__4=—£|:|
2 7 14 7

Asociatividad:

1 4 3)_[1 4] 3
| =+ === |+ = —+
2(75}{2(7)}5 2

11 1
+7——7

35, 2
_ = T+ -
2 35 14

3
+ —
5

70 70 70 70
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14 47
2 7
1 12) _ 4 @ 12 _ 12 6 _ 6
_ - | = -— = —_ = - = _ ===
2 35 14) 5 70 70 35 35
Conmutatividad:
l+ —ﬂ = l = l+ —ﬁ :—ﬁ+l = —i:—i
2 7 2 14 14 14 14 14 14

L = e

Elementos neutros:

1 1

Para la suma es el cero ya que: B +0= )
1 1
Para el producto es el uno ya que: 3 = B

Inversos:

1 1 1
L S - —+|——1|=0
Para el 5 su opuesto o simétrico es 5 yaque 5 ( 2)

1

1
Para el 3 su inverso multiplicativo o reciproco es — =7 ya que 5 [ﬂ2) =1

Distributividad del producto sobre la suma es:

1 4 3 1 4 1 (3 1 20 21 4 3
—-—+=|==0-—[+=0= = —[J-—+—|=—-+=
2 7 5 2 7 2 \5 2 35 35 14 10

1 (1 2 3 1 -20+21 1 1

I | e = - =" = — =

2 \35 7 10 70 70 70 70
En general, dado un nimero racional de la forma %, su reciproco viene dado por ;.
Ejemplos.

3 4

El reciprocode — es —
P 4 %3

El reciproco de —g es =5

El reciproco de 8 es T

Una razon es el resultado de comparar dos cantidades del mismo tipo, la primera de ellas llamada
antecedente (a) y la segunda llamada consecuente (b) Estas cantidades se presentan en forma
fraccionaria, de la siguiente manera:

4 o a+b o a:b con bZ0

12
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Por ejemplo, un recipiente A tiene una capacidad de 6 litros y otro B tiene una capacidad de 3 litros.

6
Si se compara la capacidad de 4 conlade B, larazon es de g , es decir 2, esto significa que A tiene

el doble de capacidad de B . Graficamente esto se puede ver en la siguiente figura:

Recipiente A

Recipiente B

6 litros 3 litros

Capacidad de A = 2 vecesla Capacidad de B

Una proporcién es una proposicion que establece que dos razones son iguales. Esto es:

a ¢
—=— = ad =bc
b d con b#0, d#0

yselee: a loesab comocloesa d.

2 6
Por ejemplo, las razones 3 Vg son equivalentes ya que se cumple que 2(9) = 3(6) =18, por lo tanto,

forman una proporcién. Graficamente esto es:

2 partes de 3 6 partes de 9

w N
1
Nelle)

13
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Las magnitudes proporcionales pueden ser de dos clases:

a) Magnitudes Directamente Proporcionales: Dadas dos cantidades el aumento de una corresponde al
aumento de la otra o la disminucién de una corresponde a la disminucion de la otra.

Propiedad: si @ y b son dos cantidades entonces:
a . .
Z = constante = a y b son directamente proporcionales

Ejemplos.

4
1) Si se tiene la razén g y se quiere formar una proporcion directa se puede multiplicar por un mismo

1
namero tanto al antecedente como al consecuente, si ese nimero es 3 se obtiene — . N6tese como

15
ambas cantidades aumentan.
.20 . . o . .
2) Dada la razén E y se quiere formar una proporcion directa se puede dividir por un mismo namero

_ . . 5
tanto al antecedente como al consecuente, si ese nimero es 4 se obtiene g Notese como ambas

cantidades disminuyen.

b) Magnitudes Inversamente Proporcionales: Dadas dos cantidades el aumento de una corresponde a la
disminucién de la otra o la disminucién de una corresponde al aumento de la otra.

Propiedad: si @ y b son dos cantidades entonces:
alb =constante = a y b son inversamente proporcionales

Ejemplos.

2
1) Si se tiene la raz6n —— y se quiere formar una proporcion inversa se puede multiplicar por un nimero

15
. . . . . . 10
al antecedente y dividir por ese mismo nimero al consecuente, si ese nimero es 5 se obtiene ?

Nétese como una cantidad aumenta y la otra disminuye.

4
2) Dada la razoén g y se quiere formar una proporcién inversa se puede dividir por un namero al

2
antecedente y multiplicar por ese mismo nimero al consecuente, si ese nimero es 2 se obtiene g

Notese como una cantidad disminuye y otra aumenta.

Una regla de tres directa se forma con la igualdad de dos razones directamente proporcionales, en donde
se conoce las dos cantidades de una razén y sélo una cantidad de otra razén. Si @ loesa b, como ¢ lo

es una cantidad desconocida x, se representa como:
a — b

C — X

14
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) clb
donde x viene dado por: X =——
a

Ejemplo.
Si tres discos cuestan 150 pesos, ¢ cuanto costaran siete discos?

Solucion.
3 5 150
El problema expresado en forma de regla de tres directa es: 7 X , entonces, los siete discos
7150
costarian X = u =350 pesos.

Una regla de tres inversa se forma con la igualdad de dos razones inversamente proporcionales, en
donde se conoce las dos cantidades de una razén y sélo una cantidad de otra razon. Si a loes a b,
como ¢ lo es una cantidad desconocida X, se representa como:

a — b
C - X

) alb
donde x viene dado por: X =——
c

Ejemplo.
Si cuatro albafiiles hacen una casa en noventa dias, ¢ cuanto tiempo tardarian seis albafiles?

Solucién.
4 5 90

6 , entonces, los seis
5

El problema expresado en forma de regla de tres inversa es:

4(90) _

trabajadores tardarian x = 6 60 dias.

Como se ha dicho, en el conjunto de los nimeros racionales se pueden efectuar las cuatro operaciones
basicas, no obstante, no se puede resolver de forma general un problema donde intervenga la radicacién
de un ndmero entero, por lo tanto, es necesario definir un nuevo sistema numérico.

NUMEROS IRRACIONALES

Con los numeros racionales se pueden representar casi todas las cantidades que se encuentran en la
vida cotidiana. Sin embargo, hay otra clase de nimeros, que se escriben con una infinidad de decimales
pero que no tienen un periodo, es decir, no tienen cifras que se repitan en el mismo orden. Los nimeros
de esta clase reciben el nombre de irracionales y, a diferencia de los racionales, no pueden expresarse

en forma de fraccion, sino sélo en forma decimal. Se denotan por Q’.

En general, cualquier raiz inexacta de un numero racional o alguna combinacion algebraica que la
involucre (y que exista) es un nimero irracional. Esto significa que este conjunto también es infinito.

Ejemplos de nimeros irracionales.
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V3 =1.7320508075 [
$/793 =3.0423711763 (I

1445
2

=1.6180339887 [Il}(este nimero es llamado aureo®)

Notese como estos numeros tienen una infinidad de cifras y no tienen periodicidad. Para todo fin practico,
cuando se trabaja con numeros irracionales se efectian aproximaciones, o bien, se utilizan algunos
simbolos especiales.

Ejemplo.

El nimero T es un irracional que representa las veces que cabe el diametro de una circunferencia en su
perimetro P . Es decir, si se tuvieran las medidas exactas del perimetro P de una circunferencia y de su

P
diametro, D, T viene dado por B . Si se quisiera efectuar la division nunca se terminaria ya que se podrian

obtener tantas cifras decimales como se quisiera, pero nunca se llegaria a un residuo igual a cero, ni se
encontrarian cifras que formen un periodo. Por lo tanto, no se puede escribir exactamente T en cifras decimales:

n=3.1415926535897932 [[[

Los puntos suspensivos indican que las cifras son infinitas. En la practica, sin embargo, cuando se
requiere calcular perimetros o areas de circunferencias, volumenes de esferas o para hacer cualquier
otro célculo, en el que aparezca T, se usa la aproximacion N =3.1416 .

Ejemplo.

JE es otro numero irracional, ya que es la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos
catetos miden una unidad de longitud. Normalmente se aproxima a 1.4142 , aunque su valor es de:

V2 =1.414213562300

Un ndmero irracional tiene un namero ilimitado de cifras, por tanto, es imposible escribir su valor exacto.
Para manejar estos nimeros se utilizan aproximaciones de los mismos. Aumentando el nimero de cifras,
el error va disminuyendo, de modo que puede ser tan pequefio como se quiera. Algunos ndmeros
irracionales se pueden representar en la recta numérica mediante procedimientos geométricos utilizando

regla y compas (por ejemplo las raices cuadradas no exactas, como el caso de ¥2 ya expuesto). Para

muchos nimeros irracionales no se puede aplicar este método, la representacién de estos nimeros se
hace por aproximacion. Por ejemplo, algunos ndmeros irracionales en la recta serian:

—te —o— I —eo— .

|
=1

|

N
2
(e}
o
[\®]
=

R

* La seccion aurea es la division arménica de un segmento en media y extrema razén. Es decir, que el segmento menor es al
segmento mayor, como este es a la totalidad. De esta manera se establece una relacién de tamafios con la misma proporcionalidad

entre el todo dividido en mayor y menor. Matematicamente es el resultado de la expresion: I-x =X

X 1
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Una operacion en Q’ es una manera de asociar a cada par de nimeros irracionales, otro nimero irracional
bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma, la resta, la multiplicacion,
el cociente y la extraccién de raices (exceptuando la radicacién de nimeros negativos de indice par).

Sean a, b y c tres nimeros irracionales cualesquiera. Las propiedades basicas para la suma en Q’ son:

1. Asociatividad:

a+(b+c)=(a+b)+c

2. Conmutatividad:

a+rb=b+a

3. Inverso:

Para la suma existe —a , llamado opuesto o simétrico tal que a + (— a) =0

Las operaciones de suma y producto no son cerradas en Q” y no tiene elemento neutro.

NUMEROS REALES

El conjunto de los nimeros reales surge de la union de los nimeros racionales y de los irracionales. Se
denotan como R. Este conjunto comprende a todos los sistemas numéricos anteriores.

R=QUQ’

Se habla del orden en los nimeros reales a través de la propiedad de tricotomia afirmando que dados 7
y m dos numeros reales, entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:

n<m

n=m

n>m

Al igual que en los conjuntos N, Z, Q y Q’, los nimeros reales se pueden representar en una recta, sélo
que en este caso no hay puntos discretos, sino se trata de una recta continua:

6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 R

La recta R sobre la cual se representa a los nimeros racionales e irracionales se llama recta real. A cada
punto de esta recta se le asocia un Unico ndmero real llamado coordenada o abscisa del punto vy,
reciprocamente, a cada punto de esa recta se le asocia un Gnico nimero para que sea su coordenada. Si
esta doble asignacién se hace de manera que puntos distintos tengan coordenadas distintas y cada
namero sea coordenada de algun punto, se ha obtenido una correspondencia biunivoca entre la recta y el
conjunto de los nimeros reales. Esta asignacion se denomina sistema de coordenadas unidimensional.

En general, dado un punto P cualquiera en la recta, al nimero real a se le llama coordenada o abscisa
de P vy se denota por P(a), que se lee: punto P de coordenada a .

Ejemplo.
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11
Ubicar de forma aproximada los siguientes nimeros en la recta real: 2, —?, 0, T —\/5, 5.75

Solucién.

11

En forma de coordenadas, los nimeros toman la forma: / (2) P, (‘?J , B (0) P (T[) P (— \/5)

P (5.75) gue en la recta real estan localizados asi”:

Una operacién en R es una manera de asociar a cada par de ndmeros reales, otro nimero real bien
determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma, la multiplicacion (la resta se
considera como la suma de nimeros de diferente signo y la divisién como la multiplicaciéon de un nimero
por el reciproco de otro, siempre cuando el segundo no sea cero), la radicacién de nimeros positivos y la
radicacion de indice impar de ndmeros negativos. Es decir, las operaciones que se definen en este
conjunto son todas excepto dos:

« Ladivisién por cero
« La extraccion de raices de indice par de nUmeros negativos.

Sean a, b y c tres nlmeros reales cualesquiera. Las propiedades basicas para la sumay el producto en R son:

1. Cerradura:
a+blR
albUOR

2. Asociatividad:

a+(b+c)=(a+b)+c

a [ﬂb E?) = (a M)) (¢

3. Conmutatividad:

atb=b+a

alb=bla

4. Elementos neutros

Paralasumaeselceroyaque: a+0=a

Para el producto es el uno ya que: all=a

5. Inversos:

Para la suma existe —a , llamado opuesto o simétrico tal que a + (— a) =0

1 1
Para el producto existe —, @ # 0 | [lamado inverso multiplicativo o reciproco tal que a [é) =1
a a

® El punto P (—\/5) se ubico de forma aproximada a su valor de —1.4142 . Sin embargo, también se puede obtener aplicando el

Teorema de Pitdgoras trazando un triangulo cuya base o cateto adyacente es —1 y cuya altura o cateto opuesto es 1 y desde el
origen se traz6 con un compas un arco de circunferencia en sentido inverso a las manecillas del reloj (por ser negativo). El punto en
gue cruza la recta es su representacion en la recta numérica.
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6. Distributividad
La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: a [(b + c) =alb+alc

. - _ atb _a b _a
Sea la suma de dos nimeros reales: a + b, al dividir por b , se obtiene b _E+Z _Z+1
; L i alb _ dz _ _
Sea el producto de dos nimeros reales: a[b , al dividir por b , se obtiene T =a b all=a

Notese la diferencia de los resultados, esto obedece a que al dividir implicitamente se aplico el inverso
multiplicativo de b . En el segundo caso, la fraccion se convierte en un niimero entero y en el primer caso

+b
la fraccion persiste. Esto significa que za.
Ejemplo.
+b

Dados los nimeros a =4 y b =5, comprobar que Za
Solucién.

+
4+3 =i+§=0.8+1 =1.8%4

5 5 5

Los nameros reales son el conjunto con el que se trabajara en este libro, sin embargo no son los mas
completos, porque si se necesita extraer la raiz de un nimero negativo con indice par, los nimeros
reales no son suficientes, por lo que es necesario definir otro sistema numérico que permita tal operacion.
Este nuevo sistema se definird en el subtema VI1.4.

VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un numero real representa la magnitud de dicho ndmero. Esta magnitud es la
distancia que existe, sobre la recta numérica, del nimero dado al cero. El valor absoluto se indica
escribiendo el nUmero entre barras verticales.

La definicién formal del valor absoluto es:

X si x=20
H={e,
-x si x<0

Por ejemplo, la magnitud de 5 es 5 = ‘5‘ =5 ylamagnitudde -5 es 5 = |—5| =5. Esto se
aprecia en la siguiente figura:

5 unidades de 5 unidades de
magnitud magnitud
———ft—f+—F+—F+—F+—F+—F+—+—1——
64 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 R

0-50=5 y [bO=5
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Ejemplos.

La magnitud de 3 es 3, = |3| =3
) 4 4

La magnitud de —7 es 7 = |~

i‘-i

7 T

La magnitudde 0 es 0, = |0| =0

La magnitud de —\/5 es \/E = ‘—\/5‘=\/5

Lo anterior significa que si x es positivo o0 cero, X es su propio valor absoluto. Si X es negativo,
entonces su opuesto —x es el valor absoluto.

INTERVALOS

A un segmento de la recta numérica que representa al subconjunto de los nimeros reales se le denomina
intervalo.

Si a y b son dos nimeros reales tales que a <b , entonces los intervalos son subconjuntos de R que
formalmente se definen como:

+ Cerrados. Cuando sus extremos si pertenecen al subconjunto. Se representan como [a, b] y

comprende todos los nimeros reales x que cumplen con: [a,b] ={ b ‘ a<x<h, x[OR }

a<x<bh

« Abiertos. Cuando sus extremos no pertenecen al subconjunto. Se representan como (a, b) y

comprende todos los nimeros reales x que cumplen con: (a,b) ={ x ‘ a<x<b, xUR }

a<x<b

- Semiabiertos por la izquierda. Cuando el primer extremo no pertenece al subconjunto y el segundo
extremo si. Se representa como (a, b] y comprende todos los ndmeros reales x que cumplen con:

(a,b]:{x ‘ a<x<b, xDR}.
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a<x<bh

« Semiabiertos por la derecha. Cuando el primer extremo pertenece al subconjunto y el segundo
extremo no. Se representa como [a, b) y comprende todos los niumeros reales X que cumplen con:

[a,b):{x ‘ asx<b, xDR}.

a<x<b

- Infinitos. El infinito, ya sea positivo o negativo, no es un extremo determinado, asi que siempre sera
abierto. Existen cinco casos:

Cerrados a la izquierda: [a,OO)={ X ‘ x=2a, xUR }

Abiertos a la izquierda: (a,oo):{ x ‘ x>a, x[OR }

x>a
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Abiertos a la derecha: (— 00,b)={ X ‘ x<b, x[OR }

x<b

Abierto completamente: es aquel que contiene a todos los nimeros reales:

(—00,00)={x ‘ —00<x <0, xDR}.

—0o < x <00
R
Ejemplos.
Graficar los siguientes intervalos:
1) [1,5]
1€x<5
| | | | | | | & I I L iy |
I I I I I T T h 1 1 1 T T
6 5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 R
2) (-3,2)
-3<x<2
| | | A L I I I O | | | |
I I ¥ 1 1 1 1 g T T T T
6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 R
3) [0,e0)
x=20
T T T T T T # T T : : : :
6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 R
4) (— 00,4)

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa
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NOTACION CIENTIFICA

En las ciencias es frecuente encontrar cantidades muy grandes o muy pequefas que contienen una gran
cantidad de ceros.

Ejemplos.
1) La distancia media de la Tierra al Sol es de 149600000000 metros.

2) Un mililitro es la milésima parte de una millonésima de metro cutbico, es decir: 1 ml/ =0.000000001 m’.

A fin de evitar escribir tanta cifra, estos nimeros se pueden compactar mediante la notacién cientifica.

., . ren , . . n
La notacion cientifica es un nimero escrito bajo la forma 4 X10” | donde 1S|A|<10 y 1 es un entero.
Para transformar un niimero a notacién cientifica, existen dos casos:

« Cuando el nimero es mayor o igual a diez, el punto decimal se recorre n posiciones a la
izquierda y el exponente es positivo

« Cuando el numero es menor de uno, el punto decimal se recorre 7 posiciones a la derecha y el
exponente es negativo
En los ejemplos planteados, la distancia que separa a la Tierra del Sol se puede expresar como
11 . -9 -
1.496 x10°" metros, por su parte, un mililitro equivale a 1X10 ~ metros cubicos.

Ejemplos.
Expresar los siguientes nimeros en notacion cientifica:

1) 7540000000
Solucion.

Se recorre el punto decimal nueve posiciones a la izquierda: 7540000000 = 7.54 x 10°

2) 0.00000000007926

Solucioén.
Moviendo el punto decimal once posiciones a la derecha: 0.0000000000 7926 = 7.926 x 1071

Para transformar un nimero expresado en notacion cientifica a notacion normal, existen dos casos:

- Cuando n >1, se le agregan ceros hasta que el punto decimal recorra 7 posiciones a la derecha.
- Cuando n <1, se le agregan ceros hasta que el punto decimal recorra n posiciones a la izquierda.

Ejemplos.
Convertir los siguientes nimeros expresados en notacion cientifica a notacion normal:

1) 2.7x10°
Solucion.
Se recorre el punto decimal seis posiciones a la derecha y se agregan ceros:

2.7%x10% = 2700000

2) —3.18x107°
Solucién.
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Moviendo el punto decimal nueve posiciones a la izquierda y agregando ceros:

-3.18x10™ =-0.00000000318
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